Récurrences, méthode de Miller
AFAE 2015-2016
Ces notes sont trés largement inspiré du livre de Jet Wimp,

Computation with Recurrence Relations, (Pitman, 1984), chapi-
tres 1 a 5.

Introduction

Exemple. Soit

|
—

n
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=
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On a bien str S(n) — e quand n— oo, et e — S(n) est de lordre
de 1/n!. Posons §(n)=n! (e — S(n)), de sorte que §(n) = 1. On a

S(n+1)fS(n):%

donc

(e = S(n+1) = (e~ S(n) = 8(n) — S(n+ 1) =

et
d(n+1)=(n+1)(6(n)—1).

Avec dix chiffres significatifs et en partant de §(0) =e, on calcule
(chiffres corrects en gras) :

5(0) ~2.718281828,
5(1)~1.718281828,
5(2) ~1.436563656,

(10) ~ 1.097446400,
(11) ~ 1.071910400,
5(12) ~ 0.862924800,
(13) ~ —1.781977600, (1)

5(20) ~ —1.116812074 -10°.
Bref, la récurrence a lair inutilisable pour calculer §(n).

L’objet de ce cours est d’expliquer d’ou vient ce phénoméne
et que faire pour l’éviter.

1 Rappels sur les récurrences linéaires

Définition. Une récurrence linéaire est une équation de la forme
ar(n)u(n+r)+ - +ai(n)u(n+ 1)+ ao(n) u(n) =b(n), (1)

ou ag#0,ay,...,a,#0 sont des suites a valeurs (disons) dans R.
L’entier 7 s’appelle ’ordre de la récurrence, les a; les coefficients,
a, le coefficient de téte, ag le coefficient de queue, et b le second
membre. La récurrence est dite homogeéne si b =0, inhomogene
sinon. Une suite (u(n)),en est solution de la récurrence si la
relation (1) est satisfaite pour tout n € N.

Remarque. L’ensemble Z parcouru par les indices (le domaine
de définition des solutions cherchées) a son importance. Par
exemple, la suite ((n — 1)!),,>1 est solution de u(n + 1) =nu(n)
avec Z = N\{0}. Cependant, les seules solutions avec Z = N
sont les suites de la forme (u(0), 0, 0, 0, ...). En effet, la récur-
rence évaluée en n =0 donne u(1) =0 indépendamment de u(0),
et a partir de la u(n) =0 pour tout n > 1.

Proposition. Supposons a,(n)#0 pour tout n € N.
1. Les solutions de la récurrence homogeéne

ar(n)u(n+r)+ - +ai(n)u(n+1) +ag(n) u(n) =0 (2)

forment un espace vectoriel de dimension 7. Une solution quel-
conque (u(n)),en est caractérisée par le vecteur de conditions
initiales (w(0),u(1),...,u(r —1)).

2. Plus généralement, les solutions de la récurrence inho-
mogéne (1) forment un espace affine de dimension r. Si
(upart(n))nen est une solution de (1), les solutions sont exac-
tement les suites de la forme upart(n) + Ugen(R), OU Ugen st
une solution de la partie homogéne (2).

La proposition s’étend a tout I = [ng, oo] moyennant un
décalage de la variable n.
Dans le cas d’une récurrence homogeéne a coefficients constants

aru(n+7r)+-+aun+1)+aou(n)=0, a;€R, (3)

le polynéme x = a, X" + -+ + a1 X + ag est appelé polynéme
caractéristique de la récurrence et joue un role important dans
I’étude de ses solutions.

Proposition. Soient ag, ..., as les racines complexes de y, et
ma, ..., mg leurs multiplicités respectives. Alors les suites

mi—1 . n

n n
aq, naoy, ceey n

aq,

n n mo—1 1

ay, nay, ..., NPT ag,
.n n ms—1 . n
Qg naog, veny n Qg

forment une base de solutions de la récurrence homogéne a coef-
ficients constants (3).

Autrement dit, la solution générale de (3) s’écrit
u(n) = pi(n) af + -+ ps(n) ¥

ol chaque p; est un polynome avec deg p; < m;. En particulier, si
le polynoéme x est a racines simples, les solutions de (3) sont les
combinaisons linéaires des suites géométriques af, ..., as.

2 Asymptotique et conditionnement

2.1 Solutions dominantes, solutions minimales
Considérons & nouveau une récurrence homogeéne a coefficients
variables
ar(n)u(n+7r)+-+a(n)u(n+1)+ao(n)uln)=0 (4)
et supposons a,(n)#0 pour tout n € N.

Définition. Une solution non nulle u; de (4) est dite minimale si
on peut la compléter en une base de solutions (uy, ..., u,) de sorte
que

Vk#£1, quand n— co.

u1(n) = o(ux(n))
Elle est dite dominante s’il existe une base (uy, ..., u,) telle que

Vk#1, wug(n)=o(ui(n)) quand n— oco.

Exemples.

1. La récurrence w,4+2=un4+1+ U, a pour solution générale

Up=A Q"+ p @
ou

14++/5 _ WV5-1

~ 1618, p=""7—~0.618.

La suite (¢") est une solution minimale. La suite (¢™) est une
solution dominante. La suite de Fibonacci

o=
0,1,1,2,3,5,8,13 “.)=(7)
) ) ) b ) ) \/5 neN

est une autre solution dominante.
2. La récurrence uy,, 2 =1u, a pour solution générale A+ p (—1)” :

elle n’a ni solution dominante, ni solution minimale.

Remarques.

1. Si u est solution minimale, on a u(n) = o(v(n)) pour toute
solution v non colinéaire a u.

2. Les solutions minimales (quand il en existe) forment un sous-
espace vectoriel de dimension 1 de I’espace des solutions.

3. S’il existe une solution dominante u, alors toute solution de
la forme A u + v avec v linéairement indépendante de wu et
A0 est aussi une solution dominante, et donc presque toute
solution est dominante.

Le résultat suivant représente la situation modéle qu’il faut
avoir en téte. C’est une généralisation de I’exemple 1 ci-dessus.
Le point 2 illustre que les choses peuvent étre plus compliquées
quand les «; ne sont pas de modules deux a deux distincts.



Proposition. Considérons une récurrence homogéne a coeffi-
cients constants de polynéme caractéristique

(X—ay) - (X—a), o€eC,

et supposons
loa| > o] > > |a,].
Soit
u(n)=Aral+ -+ A.ap

une solution non nulle. La solution u(n) est dominante si et seule-
ment si A\; #0, et 'on a alors

u(n) ~ A af, n— oo.

Elle est minimale si et seulement si Ay =Xo=---=\._1 =0, c’est-
a~dire u(n) = A, o

Dans le cas de récurrences inhomogénes, la définition de solu-
tion minimale ci-dessus ne s’applique pas. On la remplacera
souvent par celle de solution négligeable devant les solutions de
la partie homogéne, ce qui est possible méme pour une récur-
rence du premier ordre.

Exemple. Reprenons l'exemple du début du cours :
un+1)—(n+1)u(n)=n+1. (5)

La solution §(n) correspond a la condition initiale §(0) =e, et tend
vers 0 quand n — co. Mais la partie homogéne de la récurrence
admet pour solution n!, et la solution générale de la récurrence
inhomogene est donc u(n)=4(n)+ Anl

2.2 Conditionnement des récurrences

Quel rapport avec les problémes de stabilité numérique ?
L’idée générale est que plus une solution d’une récurrence est
« petite » devant les autres, plus son calcul par récurrence a
partir des conditions initiales est mal conditionné (numérique-
ment instable).

Exemple. Supposons que 'on démarre le calcul de la solution
d(n) de (5) avec une valeur approchée de la condition initiale,
u(0) =e+e€. Sile calcul se poursuit sans autre erreur d’arrondi,
la suite calculée n’est pas d mais

u(n)=d6(n)+enl~,,ocenl

Ainsi, une erreur, aussi petite soit-elle, qui revient & placer un
coefficient non nul devant une solution qui croit plus vite que celle
que l'on veut calculer finit par 'emporter ! Et si les conditions
initiales correspondant a la solution & calculer étaient représenta-
bles exactement, la moindre erreur d’arrondi au cours du calcul
aurait un effet similaire.

En donnant un sens précis a la notion de conditionnement, on
pourrait établir les résultats suivants.

(Pseudo-)proposition. Soit uw une solution d’une récurrence
linéaire inhomogeéne. Si la partie homogéne admet une solution v
telle que u(n) =o(v(n)) quand n— oo, le calcul u(n) a partir de
u(0) est mal conditionné pour n grand.

(Pseudo-)proposition. Soit u une solution d’une récurrence
linéaire homogéne d’ordre au moins 2.

1. S’il existe une solution v telle que u(n) =o(v(n)) quand n— oo,
alors le calcul de (u(0), ..., u(r — 1)) — u(n) est mal conditionné
pour n grand. En particulier, le calcul d’une solution minimale
est mal conditionné.

2. Si, pour toute solution v, on a v(n) =0(u(n)) quand n— oo,
le calcul est bien conditionné. En particulier, le calcul d’une
solution dominante est bien conditionné.

2.3 Asymptotique des solutions d’une récurrence a coef-
ficients variables

Nous avons pour l'instant vu des exemples & coefficients
constants, oul le calcul numérique par récurrence n’est pas forcé-
ment trés intéressant dans la mesure ou les solutions sont connues
de maniére trés explicite. Les théorémes suivants (admis) per-
mettent de relier le comportement asymptotique des solutions

d’une récurrence linéaire a coeffcients variables & celui d’une ou
plusieurs récurrences a coefficients constants « limites ».

Soit

ar(n)u(n+7r)+-+a(n)u(n+1)+ao(n)uln)=0 (6)
une récurrence homogeéne avec a,-(n) # 0 pour tout n. Supposons
que pour tout k,

ar(n)

ar(n)

avec bg # 0. Autrement dit, quand n — oo, la récurrence « res-
semble » & la récurrence a coefficients constants

un+1)+b.—1un+r—1)+-+byu(n+1)+byu(n).

—b,eR

Soient s, ..., ;. les racines du polynoéme caractéristique de cette
récurrence.

Théoréme. (Poincaré, 1885) Supposons les «; de modules
deux a deux distincts. Alors toute solution u de (6) satisfait

u(n+1)

—

pour un certain i € [1,r].

Théoréme. (Perron, 1910) Si en outre ag(0) #0 pour tout n €
N, il existe une base de solutions (e, ..., e,) telle que

ei(n+1)

—
e (n) Qi

n— oo

pour tout i € [1,7].

Notons qu’il est possible de lever ’hypothése sur les modules
des a; (la conclusion devient |e;(n +1)|Y/™ = |ay|) et qu’il existe
des résultats analogues dans le cas plus général a;(n) ~ b; n
(théoréme de Perron-Kreuser). Par ailleurs, des résultats beau-
coup plus précis (mais beaucoup plus difficiles) sont disponibles
lorsque 1’on connait plus précisément le comportement asympto-
tique des coefficients.

3 Meéthode de Miller

Le fait que les solutions dominante écrasent toutes les autres
n’est pas toujours un inconvénient ! Par exemple, on a vu que
si les racines de P=X"+a,_1 X"~ ! 4 --- 4+ a¢ sont de modules
deux a deux distincts, toute solution de la récurrence wup4, +
Qr—1Uptr—1+ -+ apu,=0 en dehors d’un sous-espace vectoriel
strict vérifie u,, ~ A a™, ol « est la racine de module maximal. Un
algorithme pour calculer (avec probabilité 1) cette racine consiste
donc & tirer des conditions initiales uyg, ..., u,_1 au hasard puis
calculer u,, pour n grand.

Une version plus sophistiquée de la méme idée conduit a la
méthode de la puissance, employée en algébre linéaire numérique
pour trouver la valeur propre dominante d’une matrice et I’espace
propre associé.

L’idée de l'algorithme de Miller est de procéder de maniére
similaire, mais en utilisant la récurrence a rebours, pour calculer
non pas une solution dominante mais une solution minimale.
(Intuition au moins partielle : « quand on va a reculons, les solu-
tions minimales sont dominantes ».)

3.1 Reécurrences inhomogénes d’ordre 1

Considérons le cas d’une récurrence inhomogéne d’ordre 1,
u(n+1) +a(n) u(n) = b(n) (7)

ou 'on suppose a(n) # 0 pour tout n. Cette hypothése permet
d’écrire

——Lu n
) = =iyt D E Gy

Algorithme 1. Entrée : la récurrence, N € N.

pour i=N—-1,N—-2,...,0

1 _
a®

renvoyer (@g, ..., dn—1)

;i =



Exemple. Reprenons encore 'exemple du début du cours.
1
v(n)

=T vin+1)—1,
Calculons a nouveau avec dix chiffres significatifs :

v(20) =0.

v(19) = —1.000000000
v(18) = —1.052631579
v(17) = —1.058479532

v(13) = —1.076506626
v(12) = —1.082808202

On « gagne » des chiffres « justes » & peu prés aussi vite que ’'on
en « perdait » dans la solution naive... Et ce, sans avoir besoin
nulle part de la condition initiale §(0) =e!

L’algorithme de Miller a ainsi deux intéréts distincts :

1. la récurrence a rebours est bien conditionnée pour le calcul
d’une solution minimale, ce qui permet de s’affranchir du pro-
bléme numérique observé précédemment ;

2. de fagon peut-étre encore plus importante, I'itération converge
« automatiquement » vers la solution « minimale », ce qui
permet de la calculer sans connaitre les conditions initiales
correspondantes — c’est la condition de minimalité & l'infini
qui joue le role de condition initiale.

Rendons un peu plus précise la deuxiéme affirmation.

Théoréme. Soit u une solution de (7) telle que u(n) =o(w(n))
pour une/toute solution non nulle w de la partie homogeéne.
Notons (u(()N), s ug\],vll) la suite finie renvoyée par ’algorithme 1
appelé avec le paramétre N, en arithmétique exacte (sans erreur
d’arrondi). Pour tout n € N FIXE, on a

uM = u(n) + O( ZZ((]X,)) )

quand N — oo.

Autrement dit, lerreur absolue est en u(N)/w(N), lerreur
relative en

et donc par exemple en o(1/w(N)) si u(N)— 0.

Exemple. Dans notre exemple habituel,

u™ — 5(n) (1 +0(%)).

Démonstration. Posons EM)(n) =u") —u(n). Comme v et

u(n) satisfont la méme récurrence en n, on a

EM(n) = -1 (uﬁﬁr)l—u(nﬂ)):_%E<N>(n+1)7

a(n) a(n

autrement dit, F(V)(n) est solution de la récurrence homogéne.
Ecrivons E™V)(n) = A(N)w(n). La condition initiale

EM(N) =ufl) —u(N) = —u(N)
donne A(N)=—u(N)/w(N), d’ou

u(N) win
w(N) (n)

et le résultat cherché. O

E(n)=—

En poussant un peu plus loin ’analyse, il n’est pas trés dur de
faire une analyse d’erreur compléte, avec borne « a la Higham »
sur les erreurs d’arrondi accumulées (voir TD/TME).

3.2 Récurrences homogénes d’ordre 2

Des idées semblables fonctionnent pour les récurrences d’ordre
supérieur, avec ou sans second membre. Voyons ici un second cas
important en pratique et facile & analyser. On considére mainte-
nant une récurrence du second ordre

az(n)u(n+2)+a1(n) u(n+1) +ag(n) u(n) =0 (8)

avec az(n) # 0 et ap(n) # 0 pour tout n. A nouveau, la condition
ap(n) #0 est importante pour pouvoir « renverser » la récurrence.

Algorithme 2. Entrée : la récurrence, N, ug

§N+1I:0
tNizl
pourt=N—-1,N—-2,...,0
- 1 - -
L= ——— i i
i ao(d) (a2(i) t;+ai(i) i)
pour i =0,1,.... N —1
~ uo ~
ui=~—ti
0

renvoyer (4o, ..., 4y —1)

A nouveau, la minimalité remplace une condition initiale, mais
il en faut tout de méme une pour déterminer quelle solution on
veut calculer parmi le sous-espace de dimension 1 de solutions
minimales ! (Exemples : voir TME.)

Proposition. Soit u une solution minimale de la récurrence (8).
Notons uSLN) =1, les quantités calculées par 'algorithme 2, appelé

avec ug=u(0). Pour n fix¢, on a

ut™ Su(n), N—oo.

Démonstration. Soit v une solution linéairement indépendante
de u. Par définition d’une solution minimale, on a u(n) =o(v(n)).
Comme la suite ©) calculée est aussi solution de la récurrence,
on peut la décomposer sur la base (u,v) : soient donc AV (V)
tels que

uglN) =) u(n) + pu) v(n).
D’apres I'énoncé de 'algorithme, on a

ulV) = @ to=1u(0)

to
et
u(0) ~
uigy = é )tN+1=0
0

d’ou le systéme d’équations

AN u(0) + pN v(0) = u(0),
ANV 4 (N) + M) v(N) =0.

On résout :
0)v(N) 1
AN = u = —1
u(0) v(N) —v(0) u(N _ v(0) u(N)
(0 0(N) = o0 u(N) 1 20 200
quand N — oo,
K = 0o (V) =0 (0) u) ~ (v
Le résultat s’ensuit (n est fixé!). |

3.3 Compléments (non traités en cours)

L’algorithme 2 est appelé algorithme de Miller simplifié. La
simplification est de prendre en entrée ug. Dans 'algorithme de
Miller général, on se donne une condition de normalisation

S= Z cru(n)

et la multiplication par ug /g est remplacée par une multiplica-
tion par S/S, ou

L’analyse est plus compliquée mais, pour des normalisations rai-
sonnables, la conclusion USL ) u(n) subsiste. La vitesse de
convergence dépend a la fois du rapport des croissances des solu-

tions et de la normalisation choisie.

Exercice. A partir sa preuve, estimer la vitesse de convergence de
lalgorithme 2 lors du calcul d’une solution minimale d’une récur-
rence satisfaisant les hypothéses du théoréme de Perron.
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Exercice 1. (Fonctions de Bessel) On cherche & évaluer les fonctions de Bessel de premiére et
deuxiéme espéce Jp,(x) et Y, (x) pour diverses valeurs de l'indice n. Pour tout 2 # 0 fixé, les suites
(Jn(2))nen et (Yn(2))nen vérifient toutes deux la relation de récurrence linéaire

TUp+1—2NUp + T Up—1=0. (1)

Quand n— 0o a x fixé, on a

On pourra utiliser librement les fonctions

#define _XOPEN_SOURCE

#include <math.h>

double jO (double x); double ji (double x);
double yO (double x); double yl1 (double x);

de la bibliothéque mathématique du systéme. Rappelons qu’un programme utilisant la bibliothéque
mathématique doit étre compilé avec 'option -1m.

1. Ecrire une fonction double bessel_rec (int n, double x, double u0, double ul);
qui calcule le terme u, de la solution de (1), pour la valeur de x donnée en paramétre,
correspondant aux conditions initiales ug et u;.

2. En déduire une fonction double my_Y (int n, double x); calculant Y,(x). Comparer les
résultats donnés par votre implémentation avec les valeurs suivantes :

Yo(1)~ 0.88256964215676957983 - 10~

Y1(1) =~ —0.78121282130028871655

Ya(1) ~ — 1.6506826068162543911

Y5(1) ~ — 260.40586662581222072
Yio(1) = — 121618014.27868918929
Ya0(1) & —0.41139703148355052801 - 1023

Combien de chiffres significatifs obtenez-vous pour les quatre derniers exemples ?

3. Méme question dans le cas de J,. On donne pour vérification :

Jo(1) = 0.76519768655796655145
J1(1) ~ 0.44005058574493351596
J2(1) = 0.11490348493190048047

Js(1) 2 0.24975773021123443138 - 103
J10(1) = 0.26306151236874532070 - 109
J20(1) = 0.38735030085246577189 - 10~ 24

4. Améliorer my_J a I'aide de la méthode de Miller. Expérimentalement, & quel indice faut-il
initialiser la méthode pour calculer J,(1) avec une quinzaine de décimales correctes ?

Exercice 2. (Analyse d’erreur de ’algorithme de Miller) On considére la récurrence inho-
mogéne du premier ordre

O Tpi1—Tp+b,=0 (3)



ot (an), (by) sont deux suites réelles qui ne s’annulent pas. L’objet de cet exercice est d’étudier
I’accumulation des erreurs d’arrondi lors de ’exécution de cet algorithme. On fixe une suite non
nulle (wy,) vérifiant a,, wy,+1 =w, pour tout n, et 'on suppose qu’il existe une solution (z,) de (3)
telle que 2, /w, — 0 quand n— oo. On note (vg, v1,...,vn—1) la suite définie par la récurrence (3)
appliquée dans le sens des indices décroissants & partir de la condition initiale vy =0 (c’est-a-dire
le résultat de I'algorithme de Miller exécuté en arithmétique exacte).

1. On s’intéresse a I’exécution de l'algorithme lorsque a,, b, et v, sont représentées par des
approximations en virgule flottante, notées respectivement a,, by, et ¥,. On suppose que les
opérations arithmétiques + et X satisfont au « modéle standard » de 'arithmétique flottante
avec une plage d’exposants infinie, et que le calcul de d,, ou b,, en fonction de n fournit un
arrondi fidele de la valeur exacte. Justifier brievement qu’il existe deux suites (1), (1)

telles que pour 0 <n <N —1,
On= (14 1) an Opt1+ (1 + 1) by
Borner n,, et 7;, en fonction de l'unité d’arrondi w. On supposera u < 1/2.
2. Soit e, =0, — v,. Montrer que I'on a pour 0<n< N —1

N-1 i—1

wy,
en= ~C(miaiviei+0ib) [T (1+ny).

. 2 .
i=n j=n

Indication : on pourra montrer que (e,)ogn<n satisfait
€n = (1 + nn) Ap €n41 + MNn Qn Un+1 + 77';1 bn

3. En déduire que V'erreur relative entre v, et U, est bornée par

N—-1

T |vi| +21bi]
|wil

i=n

4u(1+u)3N‘&

n
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